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1 Introduction 

Soit / un polynôme de Laurent non dégénéré par rapport à son polyèdre de Newton à l'infini et 
commode. Il est maintenant établi (il s'agit là du résultat principal de [DoSa]) que l'on peut munir 
l'espace des paramètres M du déploiement universel d'un tel objet d'une structure de Frobenius : M 
est ainsi une variété de Frobenius. Le premier ingrédient pour obtenir une telle structure est un fibré 
trivial Ç sur x M, muni d'une connexion méromorphe plate à pôles de type 1 le long de {9 = 0}x 
M et logarithmique le long de {9 = oo} x M, la carte centrée à l'origine étant munie de la coordonnée 
9. Le second est une forme primitive et homogène qui permet d'identifier la restriction ^/||o}xAf 
fibré tangent TM et de transporter ainsi sur TM les différentes structures naturellement construites 
sur ^||o}xA/- Classiquement (c'est la méthode proposée par K. Saito et reprise dans [DoSa]), le fibré 
G s'obtient en résolvant le problème de Birkhoff pour le réseau de Brieskorn du déploiement universel 
du polynôme considéré, fibré intrinsèquement muni d'une connexion méromorphe V de type 1 le 
long de {9 = 0} X M. Ceci peut être fait pour n'importe quel polynôme de Laurent M-modéré, 
c'est à dire vérifiant une propriété de modération à l'infini topologique, et pas seulement pour les 
polynômes commodes et non dégénérés. Par contre, l'existence d'une forme primitive et homogène 
n'est pour le moment garantie que dans le cas non dégénéré [DoSa, 4.d], ce qui explique l'hypothèse 
plus restrictive faite sur /. Contrairement au cas local, c'est à dire lorsque / est un germe de 
fonction holomorphe à point critique isolé à l'origine, un énoncé plus général semble ici sans espoir. 

La première étape, à savoir l'analyse du réseau de Brieskorn du déploiement universel du po- 
lynôme /, est une difficulté majeure : en effet, sa cohérence, finalement garantie par l'hypothèse 
de modération faite sur /, se révèle particulièrement délicate. De plus, les inopportuns points cri- 
tiques qui disparaissent à l'infini imposent dans un premier temps le recours à l'analytisation dans 
les variables du polynôme et par la suite l'emploi d'un procédé d'algébrisation transcendant. Ces 
points sont détaillés dans les deux premiers paragraphes de [DoSa] et font appel à des techniques 
et des résultats plutôt sophistiqués. L'objet de cet article est de montrer comment on peut les 
éviter en utilisant un joli résultat de C. Hertling et Y. Manin [HeMa, theorem 4.5] qui, nous le ver- 
rons, s'adapte miraculeusement au cas polynomial : il n'est en fait pas nécessaire de considérer le 
déploiement universel du polynôme /, comme cela est fait dans [DoSa], pour obtenir le fibré trivial 
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Ç attendu. Dans le cadre algébrique, on obtient ainsi une méthode de construction de variétés de 
Frobenius dont la présentation est plus clcmcntaire et autonome. 

Le point de départ est l'étude du réseau de Brieskorn Gq associé à la déformation F d'un 
polynôme de Laurent / non dégénéré et commode définie par 

r 

F{u, x) = f{u) + J2 xjgjiu) 

i=i 

où u = {ui, ■ ■ ■ ,Un) sont les coordonnées sur U = (C*)", x = {xi, ■ ■ ■ ,Xr) € C les paramètres de 
la déformation et les gj sont des polynômes de Laurent en u. Nous supposons que les polynômes gj 
sont "strictement sous diagramme", c'est à dire s'écrivent X^Oqu" avec a strictement à l'intérieur 
du polyèdre de Newton de /. F définit alors une famille de polynômes de Laurent non dégénérés 
et commodes à nombre de Milnor global constant. Nous montrons alors, en utilisant des méthodes 
élémentaires, que Gq est libre, de type fini sur C[x, 9]. Il s'agit là du résultat principal du paragraphe 
2 et il faut de se référer à [DoSa, 2.b] pour mesurer le gain obtenu. La résolution du problème de 
Birkhoff pour Gq, abordée au paragraphe 3, peut alors se traiter algébriquement. Précisément, nous 
montrons qu'il existe une base de Gq dans laquelle la matrice de la connexion plate V s'écrit 

i=l 

OÙ Boo est une matrice constante, les matrices Bq{x) et C^'^\x) étant à coefficients dans C[a;]. 
Bien siir, par unicité, la solution du problème de Birkhoff obtenue ici coïncide avec celle donnée 
par le théorème général de B. Malgrange [Mal, théorème 2.2], mais notre méthode à l'avantage 
d'être plus explicite (voir l'exemple 4.2.2). En particulier, la restriction de cette solution à toute 
valeur du paramètre est égale à la solution de la restriction donnée par [DoSa, appendix B]. Nous 
remarquons aussi que l'on peut définir, sur le système de Gauss-Manin d'une telle déformation, une 
forme sesquilinéaire non dégénérée, de poids n relativement au réseau Gq : cette dualité joue un 
rôle essentiel dans la construction des variétés de Frobenius. En d'autres termes, nous construisons 
une trTLEP{n)-sii:v,civxe au sens de [HeMa, définition 4.1] qui permet à son tour (voir [HeMa, 
theorem 4.2] et les références qui y sont mentionnées) de définir une structure de type Frobenius, 
c'est à dire un uplet 

(M,^,V,^,iîo,^oo,ff) 

oii E est un fibré sur M, y une connexion plate sur E, Rq et Roo des endormorphismes de $ un 
champ de Higgs et g une métrique sur E. Tous ces objets vérifient des relations de compatibilité 
naturelles. Ce sont les "conditions initiales" qui vont permettre d'obtenir la structure de Frobenius 
sur M. 

Nous remarquons ensuite, en utilisant [HeMa, theorem 4.5], que cette structure de type Frobe- 
nius se déploie de manière universelle (de façon toutefois transcendante, mais cette fois ci le procédé, 
auquel il semble difficile d'échapper, concerne seulement les paramètres de la déformation), pourvu 
que les polynômes gi soient choisis de sorte que 

r2"(f/) 

Ç désignant la classe de la forme A ••• A dans Eq et C[gi,--- ,gr] la sous algèbre des 
endomorphismes de Eq engendrée par la multiplication par les g^. Ceci fournit la condition (GC) de 
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loc. cit., la condition (IC) étant alors essentiellement garantie par le fait que les gi sont strictement 
sous diagramme. L'existence d'une structure de Frobcnius sur M est alors assujettie à l'iiomogcncitc 
de la forme ^ '■ nous retrouvons ici la situation classique. Ceci est expliqué au paragraphe 4. Signalons 
que la structure de Probenius obtenue ici dépend donc au premier abord de deux choix, celui de la 
déformation F et celui de la forme qu'il serait agréable de fixer une fois pour toute. Ce problème 
reste oTivcrt. Plus généralement, et c'est là une particularité inattendue du cas algébrique, une 
forme primitive et homogène n'est pas nécessairement unique. 

Si l'on part maintenant d'une fonction polynomiale, commode et non dégénérée, c'est à dire 
si l'on travaille sur ?7 = C", la méthode employée ci-dessus reste pertinente, une fois une forme 
homogène ( vérifiant les conditions de [HeMa, theorcm 4.5] trouvée, même si certains énoncés 
doivent être légèrement modifiés. Elle s'applique idéalement lorsque / est un polynôme quasi- 
homogène, cas pour lequel on a iîo = sur Eq. Ceci est discuté à la fin du paragraphe 4. Nous 
terminons ce chapitre par un exemple détaillé. Il est essentiel de noter que la situation algébrique 
globale considérée ici, et pour laquelle le résultat de Manin et Hertling est si bien adapté, est 
différente de celle, analytique et locale, traditionnellement traitée : nous regardons des déformations 
de polynômes (de Laurent) à nombre de Milnor global constant et non pas des déformations d'un 
point critique à nombre de Milnor local constant. 

Indépendamment de la construction de variétés de Frobenius, il peut être intéressant d'étudier 
plus généralement le réseau de Brieskorn d'une famille de polynômes modérés à nombre de Milnor 
global constant et le problème de Birkhoff afférent. L'étude du cas non dégénéré, couverte par les 
paragraphes 2 et 3 de ces notes, donne une idée des résultats auxquels on doit s'attendre. Le para- 
graphe 5 explore les pistes pour y parvenir. 

Je remercie C. Sabbah qui m'a signalé le résultat de C. Hertling et Y. Manin sur lequel re- 
pose cet article mais aussi pour de fructueuses discussions, en particulier lors de l'élaboration de 
ce texte. Je remercie aussi C. Hertling pour sa lecture attentive d'une première version de ce travail. 

Notations : Dans ce qui suit, U = (€*)"■. U est muni des coordonnées u = {ui, • • • , Un) et on 
note K = C[ui, ■ ■ ■ Un,uï^, ■ ■ ■ , u~^]. 



2 Le réseau de Brieskorn : le cas sous- diagramme 

Soit f -.U ^ C un polynôme de Laurent et 

F:U 

la déformation de / définie par, en notant x = {xi, ■ ■ ■ ,Xr) les coordonnées sur C^, 

r 

F{u, x) = f{u) + Xjgj{u) 
i=i 

les gj désignant des polynômes de Laurent donnés. Nous supposerons / non dégénéré par rapport 
à son polyèdre de Newton à l'infini et commode [K]. En particulier, / n'a que des points critiques 
isolés et on définit le nombre de Milnor global fi par la formule 



fi = dimc 



d/ A0'*-i(î7) 
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où QP{U) désigne l'espace des p-formes régulières sur U. On définit 



{0du - duFA)n''-^{U)[x,e] 



(la notation du signifie que la diffcrcnticUe n'est prise que par rapport à u) qui est naturellement 
un C[x, ^] -module que nous appellerons module de Brieskom et le C[x, ^, ^'"■'^j-module 

G = n''{u)[x, 9, e-^]/{edu - duFA)n''-\u)[x, e, e-^] 

le localisé du transformé de Fourier du système de Gauss-Manin : nous l'appellerons aussi système 
de Gauss-Manin. On pose r := et, pour u G ^l^{U)[x], 

Va^(a;rî') := -FutP + purP-'^ , 

et 

pour tout j G {1, • • • , r}. Ces deux actions commutant avec la différentielle Odu — duFA, le système 
de Gauss-Manin G se trouve muni d'une connexion V. Remarquons qu'alors Gq est stable par 
O'^Vdg- On notera aussi 

_ n-{um 
° {ed-dfA)n^-\u)[e] 

et 

G° = Q''{u)[e,e-^]/{ed - dfA)n''-\u)[9,e-^]. 

L'objet de ce paragraphe est d'étendre en famille, dans ce cas précis, les résultats relatifs au réseau 
de Brieskorn d'un polynôme de Laurent / non dégénéré par rapport à son polyèdre de Newton à 
l'infini et commode exposés dans [DoSa, section 4]. 



2.1 Préliminaires 
2.1.1 Filtrations 

On définit tout d'abord une filtration de Newton sur Gq et G. On garde les notations de [DoSa, 
4. a] où il est construit une filtration de Newton A/", sur K indexée par Q. On définit de manière 
similaire une filtration, notée aussi A/",, sur K[x] en donnant aux paramètres Xi le poids : pour g G 
K[x] et cr une face de dimension n — 1 de la frontière de Newton, on pose (l>a{9) = fnO'Xg^^gupp{g)^(T{o) 
où L„ désigne la forme linéaire à coefficients rationnels (pas nécessairement positifs) qui prend la 
valeur 1 sur o", le maximum étant pris sur les exposants des monômes en u apparaissant dans g ; 
on pose alors ^(5) = maxa'paig) et 

AfaK[x] := {v e K[x], (piv) < a}. 

On en déduit une filtration A/", sur J7"'(C/)[œ] en posant 

Afc,n''{U)[x] := {v^ e n''{U)[x],^{v) < a} 
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où du/u = dui/ui A ■ ■ ■ A dun/un, puis sur îî"'(C/)[a;, 0] en posant 

Remarquons que la filtration A/", sur 0"(C7)[x] est normalisée de sorte que du/u G J\fo^^{U)[x]. 
On obtient, par projection, une filtration M, sur Gq {cf. [DoSa, définition 4.2]) et on définit une 
filtration Af, sur G en posant, pour tout a G Q, 

MaG := NaGo + rNa+lGo + ■■■+ T^Na+kGQ + ■■■ 

2.1.2 Un lemme de division 

Pour /? G Q, soit Ep C MpK C J\f(}K[x] un sous espace vectoriel isomorphe par projection à 

(df) désignant l'idéal engendré par les dérivées partielles de /, et Ep[x] le C[a;]-module libre en- 
gendré par Ep. Rappelons que l'on a supposé / commode et non dégénéré. 

Lemme 2.1.1 On suppose que, pour tout i E {!,■ ■ ■ ,n} et tout j G {1, • • • ,r}, on a 

Alors, pour tout h G AfaK[x], il existe Va G ^pKa^plx] et ai, - ■ ■ , a„ G K[x] tels que 

dF 
'dui 



h = Va + / 
i=l 



les ai vérifiant de plus (f){ai) < a — 1 et ) < a — 1. 

Preuve. On utilise le théorème de division absolu de Kouchnirenko [K, théorème 4.1] comme dans 
[DoSa, paragraphe 4.b] : si h E MaK, il existe Wa G ®p<aEp et 6i, ■ ■ ■ , 6„ G K tels que 

h = Wa + y2biUi^ 
avec de plus ^{l)i) < a — 1 et </'(^^) < a — 1. On en déduit que 

i=l * i=l j=\ * 

Posons g := X^j=i Xjgy On a 



la première inégalité résultant des propriétés de et la seconde des conditions sur les poids imposées 



à bi- Par hypothèse, on a <i>{ui-ê^) < 1 et l'on en déduit que 



(t>{biUi—) < a. 

OUi 

Cette inégalité stricte permet de conclure par récurrence parce que MaK = pour a < 0. □ 
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2.2 Finitude de Go sur C[x, 6] 
Rappelons que 

r 

F{u,x) = f{u) + J2^j9jiu), 

/ étant un polynôme de Laurent commode et non dégénéré et que Gq désigne le module de Brieskorn 
associé à F. 

Proposition 2.2.1 On suppose que l'on a 4>{gj) < 1 pour tout j G {1, • ' ' i^}- Alors Go est libre 
de type fini, de rang ji sur C[x,0\. 

Preuve. En effet, l'hypothèse sur les gj montre que (t>{ui^;j-) < 1 pour tout i G {1, • • • , n} et tout 
j G {!,••• Le lemme de division 2.L1 permet alors de montrer, de la même manière qu'en 
[DoSa, rcmark 4.8] et en fournissant un système de générateurs adapté à la filtration de Newton, 
que Go est de type fini sur C[x,0]. On dispose donc d'un morphisme surjectif 

C[x,ef Gq. 

Soit N son noyau. Pour toute valeur fixée du paramètre = {x^, • • • , x^), ®aEa fournit aussi une 
base sur £,[9] du réseau de Brieskorn associé au polynôme F{u,x^) = f{u) + X]j=i a^jS'iC^t) : en 
effet, la condition (l){gj) < 1 entraîne que, pour toute valeur x^ = {x^, ■ ■ ■ fixée du paramètre 
x, le polynôme de Laurent F{u, x^) = f{u) + ^j=i a^jS'j est commode et non dcgcncrc (son nombre 
de Milnor global étant de plus égal au nombre de Milnor global de /) et que, avec les notations du 
début du paragraphe 2.L2, 

{df) n MaK + M<aK = {dF{., xO)) n MaK + N<aK. 

Un élément de N est donc représenté par un nombre fini de polynômes en 9 dont les coefficients 
sont des polynômes de C[x] qui s'annulent en tout point. Ainsi N est-il nul. □ 

Corollaire 2.2.2 On suppose que l'on a (p{gj) < 1 pour tout j G {!,••• ,r}. Alors G est un 
C[x,T,T^^]-module libre de rang fx. 

Sous les hypothèses de la proposition 2.2.1, Gq est un réseau de G : c'est le réseau de Brieskorn. 

2.3 y-filtration et modules de Hodge 

Nous considérons maintenant la situation suivante : la déformation F du polynôme de Laurent 
commode et non dégénéré / est, comme ci-dessus, 

r 

F{u, x) = f{u) + Xjgj{u) 

et nous faisons l'hypothèse supplémentaire que (f){gj) < 1 pour tout j G {1, ■ ■ ■ ,r}. La proposition 
2.2.1 et le corollaire 2.2.2 s'appliquent donc. 
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On définit, pour a G Q et p G Z, 

H^:=MaG/J\f<aG, 
FpHa := {MaG n tPGo + M<aG)/M<aG 
et leurs homologues pour la valeur nulle des paramètres 

Fj,Hl ■= {UaG°^TPG°o+N<o.G°)/U<aG°. 

D'après la proposition 2.2.1, le module de Brieskorn Gq est libre de type fini sur C[a;, 9\ et le lemme 
de division 2.1.1 a d'autres conséquences, réunies dans la 

Proposition 2.3.1 On suppose que (f){gj) < 1 pour tout j. Alors, 

1. MaGo = MaG n Go pour tout a G Q, 

2. Vô^. {NaG) C NaG pour tout i G {1, • • • , r}, 

3. pour tout a G Q, N'oGq est un C[x]-mo(/M/e libre de type fini, 
4- pour tout a G Q, MaG est un C[x,T]-module de type fini, 

5. pour tout a G Q, Ha est un C[x]-module libre de type fini, 

6. pour tout p € Zi, a £ Q ei i G {1, • • • , r}, 

7. pour tout p G Z a G Q, FpHa esi un C[x]-module libre de type fini. 

Preuve. 1. est montré comme en [DoSa, End of the proof of theorem 4.5, p. 1093]. 

2. On a 

Va.^(a;rn = 9.,(a;)r^-— u;rî'+^ 
et il suffit de montrer que V g^.NaGo C T(A/'a+iGo). Si a; G MaGo, on a clairement 

d^^{u) CMaGo. 

Le résultat s'obtient en remarquant que §^i^t = giUiT pour i G {1, • • • , r} et en se souvenant que, 
par hypothèse, 

giU G M<i+aGQ. 

On a en particulier 

dF 

— WT G T{M<a+lG n Go) C M<aG. 

3. La finitude s'obtient en utilisant le lemme 2.1.1 comme en [DoSa, remark 4.8] ; la liberté s'obtient 
comme dans la preuve de la proposition 2.2.1. 

4. D'après le lemme 2.1.1, pour chaque a il existe fco tel que 

MaG C C[X, t] {MaGo + ■■■ + T^'^Ma+k.Go) 
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et chaque T^J\fa+iGo est un C[x] -module de type fini d'après 3. 

5. En effet, 4. montre que 

MaG C C[x]{AfaGo + ■■■+ T^°Ma+k,GQ) +N<c.G. 

6. S'obtient à l'aide du point 2. qui montre que 

dF 

— wr C M<cG. 

OXi 

7. FpHa est de type fini car l'est ; de 6. on déduit alors qu'il est libre. □ 
Remarque 2.3.2 En général, on a seulement la condition de transversalité 

L'hypothèse (f){gi) < 1 est essentielle pour obtenir le point 6. 
Nous pouvons maintenant énoncer 

Proposition 2.3.3 Sous les hypothèses du début du paragraphe 2.3, la filtration M»G est égale à 
la V 'filtration de Malgrange-Kashiwara de G le long de t = 0. 

Preuve. Posons Dx ■= C[xi, ■ ■ ■ ,Xr] < dxi, ■ ■ ■ ,dx^ >■ On définit une filtration V» sur -Dx[t] < 
dr >, indexée par Z, en posant 

VoDx[r] < dr >= Dx[t] <rdr>, 

VkDxir] < dr >= Vk-i + drVk-i pour k>l, 
VkDxir] < dr >= t-^VoDx[t] < dr > pour k<0. 
Par unicité, il suffit de montrer que 

i) chaque MaG est un Vq-C^xM < dr >-module de type fini, 

ii) ViDx[T] < dr > (AfaG) C Âfa+iG pour tout a G Q et tout i G Z, 

iii) pour tout a G Q, l'action de rdr + a est nilpotente sur Gr^ G := MaG / M<^aG. 

Observons tout d'abord que M, est stable par rdr- Ceci résulte de la définition de NaG donnée en 
2.1.1 : si a;r* G -MaG, on a en effet 

TdriuT') = -Fut'+^ + iUT' 

avec Fut'^'^^ G NaG parce que Fuj G Ha+iGo et wr* G NaG. Le point i) résulte alors du point 4. 
de la proposition 2.3.1 et les points ii) et iii) se montrent maintenant de la même manière qu'en 
[DoSa, lemma 4.11], l'outil essentiel étant le lemme de division 2.1.1. □ 
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Corollaire 2.3.4 Soit V, la filtration de Malgrange-Kashiwara de G le long de t = 0. Alors 

FpHa = {VaG n tPGo + V<aG)/{V<aG). 

□ 

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons indifférement la notation et A/"». Nous venons de voir 
que les FpHa sont des C[a;] -modules munis d'une connexion. Le lemme qui suit, dont la preuve est 
évidente, en donne des sections horizontales. Soit Up^a ^ FpHa '■ ^p,a est l'image, par projection, 
d'un élément tOa+pT^ avec coa+p € N'a+p^^{U)[x]. 

Lemme 2.3.5 Vg^.ôJp^Q = si et seulement si la classe de dxi{iOa+p) appartient à V<:a+pG D Gq. 
En particulier, ôjp^a ^st une section horizontale de V si coa+p ne dépend pas de x. 

Corollaire 2.3.6 Toute forme différentielle Ua+p € Ma+p^"'{U) définit, par projection, une section 
horizontale ûjp^a de (FpHa, V) qui, pour la valeur nulle des paramètres, coincide avec ô^^qj l'ifnage 
de iOa-\-p dans FpH^. Une telle section est unique. 

Par construction, toute base sur C de FpH^ fournit de cette manière un système de générateurs et 
une base de FpHa sur C[x]. 

3 Le problème de Birkhoff en famille : le cas sous- diagramme 

Dans ce paragraphe, on garde les notations et les hypothèses du début du paragraphe 2.3. On 
a donc 

r 

F{u, x) = f{u) + xjgjiu) 
avec (f^igj) < 1 pour tout j G {1, • • • , r}. 
3.1 \^-solutions 

Le problème de Birkhoff pour Gq est le suivant : trouver une base e de Gq sur C[a;,^] dans 
laquelle la matrice de O'^Vq^ s'écrit 

AQ{x) + Ai{x)e 

et celle de Vg^. s'écrit 

c^i\{x)e-^ + c^\x) 

pour tout î G {1, • • • , r}, les matrices Aç){x), Ai{x), ci*|(x) et Cq\x) étant à coefficients dans C[x]. 

Proposition 3.1.1 On suppose qu'il existe un C-[x,t\- sous-module libre G^o de G, de rang maxi- 
mum, vérifiant les conditions suivantes : 

a. pour tout a, on a une décomposition 

UaG n Go = MaG n Go n Goo © e[Na-iG n Go], 
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6. Va^.Goo C Goo pour tout i E {!,■ ■■ ,r}, 
c. Goo esi stable par tVq^ . 



Alors le problème de Birkhoff pour Gq a une solution, appelée V -solution. 

Notons que les conditions b. et c. peuvent être unifiées en demandant que la connexion de Gauss- 
Manin V soit à pôles logarithmiques le long de r = 0. Le point a., joint au point 3. de la proposition 
2.3.1, montre en particulier que, pour tout a, AfaG fl Gq fl G^o est libre sur C[x] (car projectif). 



Preuve. Pour simplifier les notations, nous écrirons Ôq pour Vg^ etc.. Choisissons 

Ja cMaGnGonGoo, 

isomorphe par projection à 

Àf^G n Go n 



Af^aG n Go n Goo ' 

ce dernier module est aussi libre sur C[x] d'après la proposition 2.3.1. La décomposition a. montre 
que toute base de (BaJa sur C[x] fournit un système de générateur de Gq sur C[a;,^]. Dans toute 
base de ce type, la matrice de 9'^ de a la forme attendue parce que Goo est stable par rd-r- On a en 
fait 

{rdr + a)Go n Goo n VaG c Gq n Goo n VaG e t(Go n Goo n Va+lG). 

Rappelons que V^^.A/'aGo C rNa+iGo. Ainsi, avec la décomposition a., on obtient 

Vo^.AfaGo c T[Ma+lG n Gq n Goo] © A/^Gq. 

Si de plus Va^ . Goo C Goo i OU en déduit 

Va,. (MaG n Gq n Goo) c T{Ma+lG H Gq H Goo) ® ^^aG H Gq H Goo 

et la proposition s'ensuit. □ 

Ainsi, pour résoudre le problème de Birkhoff pour Gq il suffit de montrer l'existence de réseaux Goo 
vérifiant les conditions a., b. et c. de la proposition 3.1.1. L'idée, maintenant éprouvée, est de se 
ramener à un problème d'algèbre linéaire via une filtration opposée à le filtration F,. Rappelons que 
pour la valeur nulle des paramètres, il existe, sur l'espace vectoriel H^, une filtration décroissante 
U', stable par monodromic, c'est à dire N{U^H"^) C U^H° où désigne l'operateur nilpotent 
induit par rdr + a, et opposée à la filtration de Hodge F,H° : ceci résulte du fait que F,H° est la 
filtration de Hodge d'une structure de Hodge mixte d'après [Sab2]. On a donc une décomposition 
en somme directe 

où G° g = FqH^ n If^H" (ce sont des espaces vectoriels de dimension finie) et on en tire dans ce 
cas précis (sans paramètres, donc) une solution au problème de Birkhoff (voir [DoSa. Appendix 
B]) : précisément, on en déduit un C[t] -réseau G^ du système de Gauss-Manin G" satisfaisant les 
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conditions a. et c. de la proposition 3.1.1. Ceci étant, on obtient, par transport parallèle (corollaire 
2.3.6), une décomposition de FpHa en somme directe 

0X1 maintenant les Ga,q sont des C[x]-modules libres. On définit alors 

On a par construction (horizontalité) 

Va,^(Ma) cMa- 

De plus 

N{UPH^) C U^H^ 

parce qu'une telle relation est vraie pour la valeur nulle des paramètres et que N commute avec 
et donc transforme sections horizontales en sections horizontales. 

Proposition 3.1.2 Le problème de Birkhoff pour Gq a des solutions : il existe des C[x,t]-sous- 
modules G^o de G vérifiant les conditions de la proposition 3.1.1. 

Preuve. Comme dans le cas absolu, une filtration décroissante de Ha, opposée à la filtration 
F,, stable par N et Vg^. pour tout i, fournit un réseau G^o vérifiant les conditions b. et c. de 
la proposition 3.1.1 (ceci est une conséquence de [Sab3, première partie de la preuve du théorème 
III. 1.1] : voir [D, 6.2.2] pour une explication détaillée; la correspondance bijective entre deux tels 
objets reste à discuter, même si elle n'est pas nécessaire ici). On a aussi la propriété a., parce 
qu'elle est vraie pour toutes les valeurs des paramètres et que les C[a;]-modules apparaissant dans 
la décomposition sont tous libres de type fini. □ 

Remarquons que, par construction, la restriction de G^o à la valeur nulle des paramètres coïncide 
avec le réseau GJ^ considéré dans le cas absolu. De plus, si l'on part de la filtration opposée canonique 
U' de M. Saito [Sai2, lemma 2.8] sur H°, pour toute valeur x° du paramètre la restriction G^, de 
Goo à x" est la F-solution canonique du problème de Birkhoff pour le polynôme F{u,x°) considérée 
dans [DoSa, 3.c et appendix B]. Gardons les notations du début de ce paragraphe. Les relations 
d'intégrabilité fournissent alors le 

Corollaire 3.1.3 // existe une base e de Gq dans laquelle la matrice de O^dg s'écrit 

Bq{x) + B^e 

avec B(X) constante et celle de Vg^. s'écrit 

c^^{x)e-^ 

(z G {1, • • • ,r}). Les matrices Bq{x) et CW(x) sont à coefficients dans <C[x\. 
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Preuve. Soit v une base de Gq construite dans la preuve de la proposition 3.1.1, Aq{x)^ ^i(ic), 
Cq\x) et C^\{x) les matrices correspondantes (voir début du paragraphe 3.1). Les matrices Cq\x) 
vérifient, parce que la connexion est intégrable, 

pour tous Il existe donc une unique matrice P à coefficients a priori holomorphes telle que 
P\x=o = Id et -^P = —Cq\x)P. Mais, comme on a, par hypothèse sur les gi, 

giMaK[x\ (lN<a+iK[x\, 

on peut supposer (il suffit d'ordonner les bases selon le poids croissant) que les matrices Cq\x) 
sont nilpotentes, triangulaires. Nous sommes donc réduits à résoudre un système, en l'inconnue y, 
du type 

—y = hk{x), 
dxk 

avec bk{x) G C[a;]. y est polynomiale et la matrice P est ainsi à coefficients polynomiaux. Pour 
terminer la preuve du corollaire, il suffit de poser e = Pv et de remarquer que P~^ est aussi à 
coefficients polynomiaux pour les mêmes raisons que ci-dessus. □ 

Par la suite, nous ne considérerons que des bases données par les corollaire 3.1.3. Nous les appelle- 
rons bases plates (voir le paragraphe 4 pour une justification de cette terminologie). Signalons que 
les matrices Bq, et C'^*-' fournies par le corollaire 3.1.3 vérifient les relations d'intégrabilité 

1.1 Ô,,C» = 9,,CW, pour i, j = 1, ■ ■ ■ ,r 

1.2 [CW,C(^)] = 0, pour i,j = !,■■■ ,r 

1.3 [Bo, CW] = 0, pour z = 1, • ■ ■ , r 

1.4 d^.Bo + C(*) = [5oo, C(% pour i = 1, • • • , r. 



Par unicité, la base e donnée par le corollaire 3.1.3 coïncide avec celle fournie par le théorème général 

de B. Malgrange [Mal, thcorcmc 2.2]. En fait, on a ici un peu plus : la restriction de la solution e à 
une valeur x° quelconque du paramètre est une solution du problème de BirkhofF donnée par [DoSa] 
(voir aussi la preuve de la proposition 3.1.1) pour le polynôme F{u,x°) : ceci explique l'assertion 
de l'introduction. 



3.2 F+-solutions 

Si l'on part d'une filtration U' opposée à la filtration F, sur chaque i7° et vérifiant de plus 
N{U^H°) C U^^^H" (c'est le cas en particulier si U' est la filtration opposée canonique de M. 
Saito) on obtient comme ci-dessus un réseau de G vérifiant les conditions a., b. et c. de la 
proposition 3.1.1 avec de plus 

{rdr + a)Go n Goo n VaG C Gq n Goo n y<„G e t(Go n Goo n Va+iG). 
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Goo est une ^"'"-solution au sens de [DoSa, appendix B]. Les conclusions du corollaire 3.1.3 restent 

vraies, bien entendu : la matrice B^o est maintenant diagonalisable. Par construction, l'ensemble 
de ses valeurs propres coïncide avec le spectre de {G°,Gq) ou encore avec le spectre à l'infini du 
polynôme de Laurent /. 



3.3 Dualité 

Le but de ce paragraphe est de montrer comment, dans notre situation, la dualité du cas absolu 
se prolonge algébriquement en famille. Soit e une base de Go dans laquelle la matrice de la connexion 
s'écrit 



1=1 

Une telle base existe d'après le corollaire 3.1.3 et on peut, d'après 3.2, supposer que la matrice 
est diagonale, 

= diag (ai,-- - ,a^), 

avec «1 < a2 < • • • < a^. 



3.3.1 Dualité absolue 

Pour chaque valeur x fixée des paramètres, le système de Gauss-Manin (restriction de G à a;) 
est muni d'une dualité S^, forme sesquilinéaire non dégénérée, compatible aux connexions, avatar 
de la dualité de Poincarc (voir par exemple [Sab3, chapitre III, l.b] pour une définition générale 
de ces notions et [DoSa2, p. 9] pour une transposition à la situation géométrique considérée ici). 
Dans la situation du corollaire 3.1.3, et d'après [Sai2, lemma 2.8], on peut supposer que la base 
e° = (e°, • • • ,e°), restriction de la base e à la valeur nulle des paramètres, est une iS^-solution 
orthonormée, c'est à dire que 

QO( o o \ e _— n 

Pour tout X G C", et pour la même raison d'après la remarque qui suit la proposition 3.1.2, est 
une S^-solution, i.e 

5-(6f,6j) = 5^j6f,6j)r-" 

avec S^^{él,e^) € C. Ce coefficient ne dépend que de la classe de ef et e| dans Gq/6Gq : c'est le 
classique résidu de Grothendieck (se référer par exemple à [He, section 10.6] et aux références qui 
y sont mentionnées) . On a en fait un peu plus 

Lemme 3.3.1 Pour tout x G C", on a S^^{ef,éj) = 5'°„(e°,ej). En particulier, 



Preuve. L'outil essentiel est le comportement de la dualité vis-à-vis de la F-filtration. Soit 
l'ordre de pour la y-filtration et ef € ??f + V^ai- La construction de la section 3.1 montre 
que les parties principales r/? sont constantes (i.e ne dépendent pas de x) : on les notera donc r]i. 
Remarquons que S^^{ef,e^) = si + aj ^ n. Soient donc ef et e| tels que ai + = n. On 
a alors S'i!:„(ef , ej) = S^j^{r)i,r]j) pour des raisons d'orthogonalité (voir par exemple [He, Theorem 



13 



10.28]). Comme rji et rjj sont homogènes pour la F-filtration, cette dernière quantité se calcule en 
considérant la restriction du résidu à 

Mais, toujours grâce à l'hypothèse faite sur les monômes de la déformation, on a 

g4G-o/0G-o = gr'vG-o/OG^o 
pour tout P et ainsi S^j^{r]i,r)j) = Sl^{r]i, rjj) . Le lemme est montré. □ 

3.3.2 Symétrie 

On définit la transformation 

en posant TA = (a^+i_j i^+i-i) si A= (aij). Nous dirons qu'une matrice A est T-symétrique si elle 
vérifie TA = A. 

Proposition 3.3.2 Dans la situation du corollaire 3.1.3, on a : 

1. la matrice Bo{x) est T-symétrique pour tout x € et B^o + TB^ç, = nid, 

2. les matrices CW(x), i G {!,••• ,r}, sont uniquement déterminées par la matrice Bq{x) via la 
formule 

d,,Bo{x) + C^^{x) = [B^,C^^{x)], 

3. les matrices C^'^\x), i G {1, • • • ,r}, sont T-symétriques pour tout x G C". 

Preuve. 1. Bo{x) est auto-adjointe pour parce que est compatible aux connexions. La 
propriété de symétrie attendue résulte alors du lemme 3.3.1. Même chose pour B^. 

2. Ecrivons CW(x) = (c^,^), Bq{x) = (6°^) et Boo = diag{ai, ■ ■ ■ ,a,i). La formule évoquée dans 
l'énoncé est la relation d'intégrabilité 1.4 de la connexion et s'écrit 

(1 - afc + a^)4^ = d,;.bl^. 

Si ajfc = 1 + alors c^^ = parce que, avec nos hypothèses (les Çi sont 'strictement sous- 
diagramme'), 

giAfa,K[x] cM<ae+iK[x]. 

Sinon, on a 

4^ = --, ^ , ^ (^xible- 

1 — ak + ai 

3. Par définition, Tc^^ = c^_|_i_^ n+i-k cette dernière quantité vaut 



1 — a^+i-^ + oi^l+l-k 



■'Xi^fx+l-t fi+l-k 

d'après 2. Il suffit maintenant d'utiliser le point 1. □ 
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3.3.3 Dualité en famille 

Toujours dans la situation du corollaire 3.1.3, on pose 

formule que l'on étend à G par C[x][t, r~^]-(sesqui)linéarité. Rappelons que S est dite de poids w 
relativement au réseau Gq si 

5(Go,Go) crC[x,^]. 

Proposition 3.3.3 S est une forme sesquilinéaire non dégénérée, compatible aux connexions, de 
poids n relativement au réseau Gq. 

Preuve. Il suffit de remarquer que les matrices Bo{x) et C^'^\x), i E {!,■ ■ ■ ,r}, sont T-symétriques. 
C'est précisément ce que donne la proposition 3.3.2. □ 

Remarque 3.3.4 L'existence de cette dualité S devrait pouvoir aussi se montrer en invoquant les 
arguments généraux (dualité des D-modules) donnés dans [DoSa, section 2.b] et [Sabl, section 11] : 
la compatibilité par rapport aux connexions montre directement que S est constante lorsqu'elle est 
évaluée sur la base e. 

4 Application à la construction de variétés de Frobenius 

4.1 Variétés de Frobenius et polynômes de Laurent 

Soit /:[/—> C un polynôme de Laurent commode et non dégénéré, /x son nombre de Milnor 
global et M un voisinage ouvert de l'origine dans C^. On définit 

F : (C*)" X M ^ C 

par 

F{u, x) = f{u) + ^ Xigiiu) 

i=l 

où les gi sont des polynômes de Laurent se projetant en une base de C[u,u~^]/{duif, ■ ■ ■ ,5un/)- 
La théorie générale, exposée dans [DoSa], nous apprend que l'on peut munir M d'une structure de 
Frobenius. Le but de ce paragraphe est de donner une preuve plus simple de ce fait en utilisant 
[HeMa, theorem 4.5] et les résultats des paragraphes 2 et 3 de ces notes. On évite en particulier le 
délicat passage analytique et le recours aux procédés d'algébrisation transcendants utilisés dans les 
paragraphes 1 et 2 de [DoSa]. L'idée est que l'on peut, sous certaines conditions, décrire la structure 
de Frobenius ainsi construite sur M à partir de données sur un sous-espace M de M : M sera un 
voisinage ouvert de l'origine dans C , espace des paramètres d'une déformation F de f définie par 

r 

F{u, x) = f{u) + Xjgj{u). 

3=1 
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L'espoir est qu'il existe une déformation de ce type, avec (j){gj) < 1 pour tout j E {!, - ■ ■ ,r}, qui 
vérifie les hypothèses du théorème de Manin et Hertling. 

Avant de détailler ce point, résumons les résultats des paragraphes 2 et 3 obtenus pour de telles 
déformations : au paragraphe 2, nous avons montré que le réseau de Brieskorn associé est libre, de 
rang fi, sur C[a:, 0]. Au paragraphe 3 nous avons ensuite résolu le problème de Birkhoff pour Gq ' ceci 
signifie que l'on peut étendre Gq en un fibré trivial Ç sur x M, muni d'une connexion méromorphe 
intégrable V à pôles logarithmiques le long de {oo} x M et d'ordre 1 le long de {0} x M. On obtient 
ainsi, en considérant de plus la dualité définie au paragraphe 3.3, une trrL£'P(n)-structure au sens 
de [HeMa, définition 4.1]. Cette trTLiï'P(n)-structure permet à son tour (voir [HeMa, theorem 4.2] 
et les références qui y sont mentionnées) de définir une structure de type Frobenius 

(M, E,v,*,-Ro,-Roo,5) 

au sens de [HeMa, définition 4.1]. On a ici E = ^|{o}xM- Avec les notations de 3.3, g := S-n et la 
connexion y définie dans cet uplet est la connexion de Levi-Civita de g. Sa matrice est nulle dans la 
base [e] de E induite par la solution du problème de Birkhoff e. Rq {resp. Roo) est l'endomorphisme 
de E de matrice Bq {resp. Boo) dans la base [e] et $ := est l'application de E dans 

Q^{M) (8) E définie par C^'^^dxi dans la base [e]. ^^'^^ est ainsi la multiplication par —gi. Notons 

n^{u) 

On désignera par les mêmes lettres la restriction des objets <î>, Rq, Roo--- à Eq. Le théorème 4.5 de 
[HeMa] affirme que, moyennant les conditions rappelées ci-dessous, la trTLi?P(n)-structurc obte- 
nue ci-dessus sur M se déploie de manière unique en une trTLEP{n)-stTuctuTe sur M. Une forme 
primitive et homogène permet ensuite, via l'application de périodes associée, de montrer que M est 
une variété de Frobenius. 

Les conditions figurant dans le théorème 4.5 de [HeMa] sont les suivantes : 

• La condition (EC). — Elle demande l'existence d'un élément Ç, € Eq, vecteur propre de R^o et 
vérifiant les conditions énumérées ci-dessous. Un choix naturel, et nous verrons pourquoi, est de 
prendre pour C, la classe de la forme volume du/u := dui/ui A ■■■ A dun/un- Comme / est un 
polynôme de Laurent commode et non dégénéré, la forme volume du/u := dui/ui A • • • A dun/un 
induit bien un vecteur propre de R^o (voir [DoSa, 4.d] et [D, proposition 7.0.2]). 

Dans tout ce qui suit, ( désignera la classe de du/u dans Eq. 

• La condition (IC). — Elle se lit : 

l'application : TqM Eq, X i— ^ csi injective. 

Ici, $x désigne l'endomorphisme obtenu par contraction de $ avec X. On a ainsi, avec les notations 
précédentes, $9^. = Rappelons que, par définition, est égal à la classe de —gi^ dans 

Eq. 
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Lemme 4.1.1 On suppose que les polynômes de Laurent gj sont linéairement indépendants dans 
C[u,u^^]. Si de plus (f){gj) < 1 pour tout j E {1, ■■ ■ ,r}, les classes de ,■■ ■ dans Eq 

sont linéairement indépendantes. 

Preuve. Il suffit de vérfficr que les classes de gi,--- ,gr dans C[u,u~^]/{duif,--- ,du„f) sont 
indépendantes. Mais ceci résulte des conditions (j>{gj) < 1 : en effet, supposons qu'il existe des 
nombres complexes «i, • • • , «r tels que 

r n Qj. 

j=i i=i * 

On peut choisir, d'après la formule de division énoncée dans la preuve du lemme 2.1.1, les bi tels 
que (f){bi) < 4'iYl^j=i otjgj) — 1 donc (l){bi) < parce que 4>{gj) < 1 pour tout j. Ainsi, 6» = pour 
tout i. Si les polynômes gj sont indépendants dans C['U, ceci exige que = pour tout i. □ 

Ainsi, la condition (IC) est vérifiée lorsque les hypothèses du lemme 4.1.1 sont satisfaites. 

• La condition ( GC). — C'est cette condition qui nous permettra de fixer définitivement la déformation 
F. Elle se lit : 

C, et ses images par l'itération des applications Rq et z G {1, • • • ,r}, engendrent Eq. 

Bien sûr, cette condition est en particulier vérifiée si ( et ses images par l'itération des applications 
engendrent Eq. Cette remarque nous permet d'énoncer (rappelons que C[gi,--- ,gr] désigne 
la sous algèbre des endomorphismes de Eq engendrée par la multiplication par les gi), à l'aide de 
[HeMa, theorem 4.5] et de sa preuve, le 

Théorème 4.1.2 Soit f un polynôme de Laurent non dégénéré et commode, gi, - ■ ■ ,gr des éléments 
indépendants de C[u,u~^] tels que 4>{gj) < 1 pour tout j € {l,-"" j^}- On suppose de plus que 
C[gi,--- ,gr]C = Eo- Alors, 

1. la trTLEP(n)- structure fournie, selon le procédé du paragraphe 3, par le réseau de Brieskom de 
la déformation 

r 

F{u,x) = f{u) + '^Xjgj{u) 

3=1 

se déploie de manière universelle, 

2. M est une variété de Frobenius. 

Exemple 4.1.3 On suppose que 4>{ui) < 1 et 4){l/ui) < 1 pour tout i G {1, • • • ,n}. Alors la 
construction précédente, avec la déformation 

n ^ l 

F{u, X) = f{u) + y] XiUi + y] Xn+i — , 
t=l 1=1 

permet toujours de munir M d'une structure de Frobenius. 
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Remarque 4.1.4 1. La structure de Frobenius obtenue sur M dépend donc de deux choix : celui 

de la forme homogène C, et celui de la déformation F. 

2. La condition (GC) est aussi vérifiée si C et ses images par l'itération de l' applications Rq en- 
gendrent Eq. On peut alors prendre M = {point} et F = f (la condition (IC) est dans ce cas vide) : 
c'est la situation originellement traité par B. Malgrange. Ceci se produit par exemple si toutes les 
valeurs critiques de f sont distinctes : la condition (GC) est vérifiée parce que les valeurs propres 
de Bq (c 'est la matrice de la multiplication par / sur Eq dans la base [e]) sont toutes distinctes. La 
classe d'exemples étudiée dans [DoSa2] rentre dans ce cadre. 

4.2 Variétés de Frobenius et polynômes 
4.2.1 

La construction précédente peut aussi se faire, moyennant de légères modifications, lorsque 
= C" et 

f:U^C 

est une application polynomiale, commode et non dégénérée. / est alors à points critiques isolés et 
son nombre de Milnor (global) est défini par la formule 

/X = dimc n''{U)/df A 

UP{U) désignant l'espace des p-formes régulières sur U. Si l'on garde à l'esprit la condition (GC), 
la déformation de / naturelle à considérer est 

n 

F{u, x) = f{u) + ^ XiUi. 

i=l 

On définit, de la même manière qu'au paragraphe 2, le module de Brieskorn Gq et le système de 
Gauss-Manin G associés à F et, comme en 2.1.1, une filtration de Newton cj) sur K = C[mi, • • • , u„\. 

Proposition 4.2.1 On suppose que (l){uj) < 1 pour tout j G {1, • ■ ■ ,n}. Alors tous les résultats 
des paragraphes 2 et 3 restent valides pour la déformation 

n 

F{u, x) = f{u) + ^ XjUj 

du polynôme f . En particulier Gq est libre de rang fi sur C[x, 9] et le problème de BirkhofJ en famille 
admet une solution algébrique. 

Avant de montrer la proposition 4.2.1, remarquons que les résultats du paragraphe 2 s'adaptent 
comme suit : si K = <C[u\, ■■ ■ , it„], on définit 

NaK[x\ := {v G K[x\,(t)*{v) < a) 

ov, (t>*{v) = (f){ui ■ ■ ■ Unv). On en déduit une filtration A/", sur ri"'([/")[x] en posant 

Man'\U)[x] := {gdu € n''{U)[x],(j)*{g) < a} 
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puis sur fl"-{U)[x, 9], Go et G de la même manière qu'en 2.1. On définit de même les modules Efj[x] 
pour PeQ. Soit 

r 

F{u, X) = f{u) + ^ XiQi, 
i=l 

les gj vérifiant 

pour tout î € {1, • • • , n} et tout j € {1, • ' ' ) Cette condition doit être comparée avec celle donnée 
au lemme 2.1.1 dans le cas des polynômes de Laurent. Il faut aussi noter que la relation entre les 
conditions < 1 — ^(î^i) et (p{gj) < 1 n'est en général pas très claire et ceci expliquera pourquoi 

la proposition 4.2.1 n'est a priori valable que pour les déformations qui y sont mentionnées. 

Lemme 4.2.2 Sous les hypothèses précédentes, il existe, pour tout h G J\faK[x], Va & (SpKa^pi^] 
et ai, • • • On & K[x] tels que 

dF 

1=1 

les tti vérifiant de plus (f)*{ai) < a — 1 + 4'{ui) et cp* {doi / dui) < a — 1. 



Preuve. Analogue à celle du lemme 2.1.1. en utilisant le théorème de division dans le cas sans 
paramètres qui s'écrit maintenant 

avec (i)*{bi) < a - 1 + 4){ui) et (j)* {dh / dm) < a - 1. □ 

Preuve de la preuve de la proposition J^.2.1 : on prend ici n = r et gi = Ui pour tout i. La condition 
^(ôîr ) < 1 ~ 4>{'^i) s'écrit alors, et c'est un petit miracle, 

<t){Ui) < 1. 

L'inégalité (t>{^^) < 1 — 4>{ui) permet, via le lemme 4.2.2, d'obtenir les résultats du paragraphe 2. 
L'inégalité (t){ui) < 1 permet d'obtenir, avec les mêmes preuves, les résultats du paragraphe 3. □ 

Concernant le paragraphe 4, et donc la construction de variétés de Frobenius, deux nouvelles diffi- 
cultés se présentent, la première étant sérieuse : 

• comme plus haut, un choix naturel pour la forme Ç vérifiant les conditions du théorème de Manin 
et Hertling est la classe de la forme volume dui A • • • A dun- Dans notre situation, son homogénéité 
n'est pas acquise en toute généralité. Elle l'est cependant si 

duiA-- - A dun G Mai^^'iU), 

ai désignant, comme au début du paragraphe 3.3, le plus petit élément du spectre de {G°, Gq) 
et si la multiplicité de ai dans ce spectre est égale à 1 (voir [D, proposition 7.0.2]). La première 
condition signifie que 0*(1) est minimal : assez curieusement, et contrairement à ce qui se passe 
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dans le cas local, ce n'est pas toujours le cas (voir la remarque ci-dessous). Si / est quasi-homogène, 
on obtient cependant toujours une forme homogène Ç de cette façon. 

• La condition d'injectivité (/C) de [HeMa, theorem 4.5] se lit, étant entendu que la forme C choisie 
est donnée par la classe de la forme volume du := du\ A ■ ■ ■ A dun, 

les classes de uidu, ■ ■ ■ ,Undu dans Q'^{C"')/df A $7"~^(C"') sont linéairement indépendantes. 

Cette condition d'injectivité est toujours garantie si l'on fait l'hypothèse 

^*{Uj) < l-(t>{ui) 

pour tout i, j G {1, • • • , n} : ceci se voit comme au lemme 4.1.1. Cette condition impose 4>{ui) < 1 
pour tout i. 

Remarque 4.2.3 Dans le cas local, i.e si f est une fonction holomorphe sur un voisinage ouvert 
de l'origine, à point critique isolé en 0, on peut définir de manière analogue une filtration de Newton 
(j) sur C{ui, • • • , Un} (voir [K]). On a alors (j){ab) > (f){a) + (f){b) et donc 

f{g)>cp*{l)+<p{g) 

pour tout g G C{ui,--- ,Un} : ceci montre que 0*(1) est minimal. Si g E C[ui,--- ,Un\ on a 

seulement 

cl>*{g)<ct>*{l) + ct>{g). 

Une fois ces deux difficultés surmontées, on peut recopier ce qui a été fait en section 4.1 et obtenir 

Théorème 4.2.4 Soit f une application polynomiale non dégénérée et commode. On suppose que 
4>*{uj) < 1 — (piui) (et donc (j){ui) < 1) pour tout i,j € {!,••• ,n}. Alors la trTLEP(n)-structure 
fournie, selon le procédé du paragraphe 3, par le réseau de Brieskorn de la déformation 

n 

F{u, x) = f{u) + ^ XjUj 

admet une déformation universelle. 

Remarque 4.2.5 1. L'hypothèse sur les (f)*{uj) n'est faite que pour garantir la condition (IC) : 
elle est souvent trop forte (c'est le cas dans l'exemple ci-dessous). Par contre, et à cause de la 
proposition 4-2.1, notre méthode requiert toujours (p{ui) < 1. 

2. Le choix de la déformation considérée est motivé par la condition (GC) : bien entendu, il 
n'est pas toujours optimal. Par exemple, si l'on considère f{ui,U2) = u\-\- u^ il suffit de prendre 

F{ui,U2,Xl) =ul + U2 +XlUl. 

Cette manière de voir est particulièrement utile si l'on considère les polynômes quasi-homogènes, 
polynômes pour lesquels on a toujours Rq = sur Eq : dans la condition (GC), l'hypothèse portant 
sur Rq est par vide. Le théorème 4.2.5 est par conséquent idéalement adapté à cette situation. 
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4.2.2 Un exemple 

Soit / : — C, /(ui, U2) = fxf + On a /it = 16 et les monômes 

1 2 232 233 22 3322333 

1, Ui,U2, Ui,UiU2,U2,U]^,UiU2, U1U2, U2, U]^U2, U1U2, U1U2, «1^2, «1 «2, 1*1^^2 

forment une base de C[ui,U2]/{df /dui,df/du2)- Un déploiement universel de / peut s'écrire 

16 

F{UI, U2, X) = f{ui, U2) + ^ XiÇiÇu) 

1=1 

où les Qi parcourent l'ensemble des monômes ci-dessus. Cet exemple est particulièrement intéressant 
parce qu'il s'agit d'un des cas le plus simple où. F a des points critiques qui disparaissent à l'infini 
quand les paramètres Xi tendent vers et pour lequel par conséquent notre méthode est parti- 
culièrement efficace. 



Avec les notations ci-dessus, on a 

9 {uiu'2) = 

pour tout i S N et tout j G N. En particulier, 0*(1) = 2/5 est minimal et cette valeur n'est atteinte 
que pour le monôme 1 : la classe de la forme dui A du2 est donc primitive et homogène. On a aussi 
(t){ui) = 1/5 < 1 et (I){u2) = 1/5 < 1. 

On considère donc 

F{ui,U2,Xi,X2) = f{ui,U2) + XiUi + X2n2. 

Il est clair que les classes de ui et U2 dans C[ui,U2]/{duif,du2f) sont indépendantes. La condition 
(/C) est par conséquent vérifiée. La condition (GC) résulte du choix des monômes ui et «2- La 
seule chose à faire est de résoudre le problème de Birkhoff pour le réseau de Brieskorn Go associé 
à F. Il nous faut donc trouver une base e qui vérifie les conclusions du corollaire 3.1.3 et qui se 
comporte bien vis-à-vis de la dualité. Tout ceci peut se faire à la main. 

Notons Cij = [u\u2dui Adu2] où [ ] désigne la classe de l'élément considéré dans le réseau de Bries- 
korn Go- Comme (f){ui) < 1 et (f){u2) < 1, la proposition 2.2.1 nous fournit les résultats suivants : 

• Go est libre, de rang 16, sur C[xi,X2,^], 

• e = (eî,j)o<î<3,o<j<3 est une base de Go sur C[xi,X2,6']. 

Nous allons vérifier tout d'abord que cette base est bien une solution au problème de Birkhoff au 
sens du corollaire 3.1.3. On a 

Fu\u{ = ^xiu'^^ul + ^X2u\ui~^^ +dF A [-^ului'^^ dm + ^u\^^uidu2] 
d'où ^ ^ ■ ■ 2 
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dans Go pour < z < 2 et < j < 2. 
De plus, 

Fufu^2 — ^1^2 "I — X2Witt2^^ + dF A [ — UiU-i^^^dui H — {ufu-!^ H — xiu^)dn2], 

25 5 5 5 5 

Fu\ul = -^xlu{ + ^xiu'^^ul + dF A [-'^{u\u2 + ^X2u\)dui + ^u\^^uldu2] 

et 

Fulul = -^xjul - -^xlul + dFA [{—ului - ^X2ul)dui + àuful + ^xiul)du2]. 
25 25 5 25 5 25 

On en déduit 



pour < j < 2 



4 2 4 5 + i 

Vôgei,3 = ——X2€ifi + -Xiei+1,3 H ^'^^i,3 



pour < i < 2 et 



û2v7 4 2 4 2 ,8 

V9ge3,3 = -— Xieo,3 - ^^2^3,0 + ;^^e3,3. 



Ceci montre que la matrice de O'^Vog dans la base e s'écrit bien sous la forme voulue : les matrices 
Bo{x) et B oo se déduisent des formules précédentes. Remarquons que B^o est constante, diagonale, 
et que ses valeurs propres sont les rationnels (p*{u\u2), < i < 3, < j < 3. 

Des calculs analogues aux précédents (il suffit d'évaluer la multiplication par — Ui, i = 1,2, dans la 
base e) montrent que la matrice de Vg^., i = 1,2, dans la base e s'écrit C^^\x)9~^ avec 



sii<2. 



si j < 2, 



C«(x)(63,,) = +yeoj, 
C(2)(x)(ejj) = -ejj+i 

En résumé, la matrice de la connexion V dans la base e s'écrit 

+ ^oo)y + —^dx, + —^dx2. 
Terminons par le comportement de la base e vis-à-vis de la dualité : on pose 

Sieij,ek,i) = r"" 

si A; = 3 — z et Z = 3 — 

S{€i,j,ek,i) = 
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sinon. Ceci fournit une forme sequilinéaire sur G (voir le paragraphe 3.3.3). Les calculs ci-dessus 
montrent que les matrices Boo,Bo{x), C^^\x) et C^'^\x) sont bien symétriques au sens où 

B^ + B*^ = ni, Bo{x)* = Bo{x), C^'^x)* = CW(x), C^^^x)* = C^^\x), 

B* désignant l'adjoint de B relativement à S. Par conséquent, S est bien compatible aux connexions, 
de poids n relativement au réseau Gq. La solution au problème de Birkhoff trouvée ici ne dépend 
pas des paramètres xi et X2 ■ ceci est un cas tout à fait exceptionnel. 



5 //-constant : remarques sur le cas général 

La déformation envisagée dans les paragraphes 2 et 3 de ces notes peut sembler restrictive, même 
si elle suffit si l'on privilégie la construction de structures de Probenius. Il serait très intéressant 
d'étudier le système de Gauss-Manin et le réseau de Brieskorn associés à une famille générale de po- 
lynômes M-tame (et donc plus nécessairement non dégénérés) à nombre de Milnor global constant 
et de généraliser par exemple les résultats de la proposition 2.3.1. Dans le cas local c'est une affaire 
entendue (voir par exemple [Va] et [Sai]). Cependant, même dans le cas commode et non dégénéré, 
les arguments employés dans ces notes sont mis en défaut (le lemme de division n'apporte rien dans 
les cas 'limites'). Se pose en particulier le problème de l'identification de la F-filtration. Il faut donc 
imaginer autre chose. 

Cohérence. La première question qui se pose est la cohérence du réseau de Brieskorn Gq d'une 
telle déformation : ceci devrait être fait en utilisant par exemple les arguments exposés dans [BG], 
en particulier le théorème de Kiehl-Verdier. Il faut cependant faire attention au phénomène éventuel 
des "plis évanescents (à l'infini)" et utiliser les résultats de Lc-Ramanujam [LR] qui s'étendent sans 
difficultés, avec les mêmes preuves, aux polynômes M-tame (voir [VZ]). On obtient ainsi un OmI^]- 
module de type fini Mq et, par transformation de Fourier un OMié'l-niodule libre de type fini Gq 
en évitant le procédé d'algébrisation de Malgrange utilisé dans [DoSa]. 

Fibres et sous-fibrés. La deuxième question, qui s'impose naturellement si l'on veut étendre 
les résultats obtenus ci-dessus (en particulier ceux de la proposition 2.3.1), est la suivante : on doit 
s'attendre (et c'est là un point clef qui devrait pouvoir se montrer en remarquant que G est l'image 
réciproque d'un C[r] < dr >-module holonome) à ce que les 

H„ := VaG/V^aG 

soient des OM-modules localement libres et définir de la même manière qu'en 2.3 (voir plus parti- 
culièrement le corollaire 2.3.2), à l'aide de la F-filtration le long de r := = 0, une filtration de 
chaque Ha par des 0M-inodules 

VaGnrPGo + V^aG 

(la filtration de Hodge). Le point est maintenant le suivant : les FpHa sont-ils des sous-fibrés (peut 
on espérer obtenir sur M une variation de structures de Hodge mixtes au sens de Steenbrink- 
Zucker) ? La réponse est oui dans le cas local (c'est ce que montre Varchenko dans [Va]). Signalons 
que cette question (les Fp sont-ils des sous-fibrés ?) est indépendante de la résolution du problème 
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de BirkhofF (et donc de la construction de structures de Frobenius). Remarquons aussi, pour faire 
bonne mesure, que la condition de transverslité de Griffiths se lit a priori 

(à comparer avec la remarque 2.3.2). 

Le problème de Birkhoff. Si les sont OM-localement libres, le problème de Birkhoff pour 
Go admet une solution aisée (par voie analytique cependant), une fois que l'on sait le résoudre pour la 
valeur des paramètres (il est remarquable ici de constater que l'on peut oublier la filtration F, sur 
Ha, il suffit juste de la considérer pour la valeur nulle des paramètres) : on utilise la décomposition 

{H^ désigne comme ci-dessus la restriction de Ha à la valeur nulle des paramètres) pour obtenir, 
par transport parallèle, la décomposition 

Ha = ®p&Ga,p 

(les Ga.p sont des OM-niodules localement libres, rappelons que H^ est supposé être OM-localement 
libre). Cette décomposition permet de définir une filtration décroissante U* de Ha, stable par rVg^ 
et y^x^ (de la même manière qu' au paragraphe 3) en posant 

U^Ha = ®q>pGa,q- 

A son tour, par le procédé maintenant habituel, cette filtration décroissante donne un réseau Gqo, 
logarithmique le long de r = (ou encore G^o vérifie les conditions b. et c. de la proposition 
3.1.1). Ce réseau permet de définir un fibré trivial sur x M (quitte à rétrécir M), parce que la 
trivialité est une propriété ouverte, muni d'une connexion à pôles logarithmiques le long de r = 
et de rang de Poincaré inférieur ou égal à 1 en r = oc. Ceci donne une solution au problème de 
Birkhoff pour Gq. Notons cependant que, contrairement au cas traité dans les paragraphes 2. et 3. 
de ces notes, la restriction de cette solution n'est pas égale à la solution de la restriction donnée 
par [DoSa, appendix B], parce qu'en général Vg^FpHa C Fp^iHa : si tel était le cas, on aurait, 
avec les notations précédentes, FpHa = ®q<pGa,q et donc 

'^d^rPpHa C FpHa- 

Remarquons que cette dernière inclusion est vraie si et seulement si, pour tout i et tout uj G f2"'(C/) 
dont la classe appartient à VaG H Gq; la classe de dans G appartient en fait à 

F<„+iGnGo + Fa+iGneGo. 

Quoi qu'il en soit, il n'est pas aisé, excepté dans des cas simples comme celui considéré dans les 
paragraphes 2 et 3 de ces notes, de le vérifier, ne serait-ce que parce que l'on ne dispose pas de 
description explicite de la F-filtration. 

Nous sommes maintenant en mesure d'affiner [Mal, théorème 2.2]. Soit en effet {uj\, • • ■ , w^) une 
solution du problème de Birkhoff pour la valeur nulle des paramètres donnée par [DoSa, appendix 
B], avec, pour tout i, 

UJi^Vafi°r\Gl 
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G° {resp. Gq) désignant le système de Gauss-Manin {resp. le réseau de Brieskorn) absolu et V, la 
filtration de Malgrange-Kashiwara. Si (ûi, ■ ■ ■ ,Lij^) désigne l'extension de cette solution donnée par 
le résultat de Malgrange, alors la restriction ôjf de la section globale à la valeur x des paramètres 
appartient à 

G^ {resp. Gq) désignant la restriction à x du système de Gauss-Manin G {resp. du réseau de 
Brieskorn Gq) associé à la déformation à /i-constant considérée (il s'agit en fait des transformés de 
Fourier du système de Gauss-Manin et du réseau de Brieskorn habituels, voir le début du paragraphe 
2). Ce résultat doit être rapproché de [Sai, (3.6.3)] ; on peut d'ailleurs penser que l'on obtient ainsi 
une caratérisation de la strate à fi (global)-constant. 

Signalons pour finir que le comportement par dualité ne pose pas de problèmes : si l'on part 
d'une S'-solution (au sens de [DoSa, appendix B]) on obtient par ce procédé une iS-solution parce 
que la dualité est compatible avec les connexions. 
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